Minsterul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania
Inspectoratul Scolar al Judetului Constanta

A 60-a Olimpiada Nationala de Matematica
Mangalia — 13 aprilie 2009

CLASA a XII-a - SOLUTII ST BAREMURI DE CORECTARE

Problema 1. Fie functia f : [0,1] — R derivabila cu derivata continua
astfel Incat
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Sa se determine f stiind ca f(1) = —
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Solutie si barem: Avem
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deci fol(f’(x) +2)2dr =0, o 4 puncte
Din continuitatea functiei f’, rezulta ca f'(x) = —z. Asadar,
22
f(z) = —5 T vV €0, 1]. 2 puncte

Din conditia f(1) = —¢, obtinem a = %, deci f(z) = —% + 1. ...1 punct



Problema 2. Fie (A, +,-) un inel comutativ finit. Notam cu d numarul
divizorilor lui zero, iar cu n numarul elementelor nilpotente ale inelului. Sa
se arate ca:

1. daca z si y sunt nilpotente, atunci = + y si = - y sunt nilpotente.

2. n divide d.

(Un element = € A se numeste divizor al lui zero daca exista a € A,a # 0
astfel incat x - a = 0. Un element y € A se numeste nilpotent daca exista
k € N* astfel incat y* = 0).

Solutie si barem:

1. Din 2% = ¢! = 0 rezultd (x + ) = 0si (z - y)*! = 0, deci z + y si
x -y sunt nilpotente. ......... 2 puncte

2. Notam cu U(A) multimea elementelor inversabile ale lui A si cu N(A)
multimea elementelor nilpotente ale lui A. Observam ca daca = €
N(A), atunci 1 +z € U(A): existd k astfel incat 2%*1 = 0, deci

(I+z)-1—a+..+27%) =142 =1 1 punct
Mai mult, daca z,y € N(A), atunci
(I4+z)- 14y =1+z+y+x-y=1+z,
unde z =z +y+z-y € N(A). Prin urmare ({1 +z|x € N(A)},-) este

subgrup cu n elemente al grupului (U(A),-). .............. 1 punct

Intr-un inel comutativ finit, orice element neinversabil este divizor al
TUL ZETO. oo 1 punct

Rezulta ca U(A) are ¢ — d elemente, unde ¢ este numarul elementelor
lui A. Din teorema lui Lagrange obtinem ca n divide ¢ — d. 1 punct

Pe de alta parte, (N(A), +) este subgrup al grupului (A, +). Folosind
din nou teorema lui Lagrange deducem ca n divide ¢q. Prin urmare n
divide d. ... 1 punct



Problema 3. Sa se determine numerele naturale n > 2 cu proprietatea
ca in inelul (Z,,+,) ezxact un element nu se poate scrie ca suma de doua
patrate.

Solutie si barem: Cum 0, 1,2 sunt toate sume de doua patrate, rezulta
can > 4. Fie k € {3,...,n — 1} astfel incat k nu se poate scrie ca suma de
doud patrate in Z,, si si notdam cu S = Z,\{k}. Cum orice element din §
se scrie ca suma de doua patrate, rezulta ca S este inchisa la inmultirea din
/S 1 punct

Daca k ar fi par, atunci k& = 2. Fiindcd T =+ k rezultd ca 1 € S. Cum
2¢e S, ar rezulta ca k=2-1¢ S, absurd. Deci k este impar. ....1 punct

-~

e Daca | k¢ U(Zy), atunci —1 € S. Fiindcd k = (1) - (—k) ¢ S, rezulta
i —k ¢ S. Deci k: = —k; de unde rezulta ca n = 2& Fiindca k este
impar, avem c& k(k — 1) = 0. De aici rezultd c& k = k2 = k2 + 0% € S,
contradictie. ... ... . .. 2 puncte

e Daci k € U(Z,), cum U(Z,)\{k} este inchisi la inmultire, rezultd
ca U (Zn)\{z} este subgrup al lui U(Z,). Din teorema lui Lagrange,
o(n) — 1|o(n) = ¢(n) = 2. De aici rezulta ca n € {4,6}. Cum in
Zg orice element se poate scrie ca suma de doua patrate, rezulta ca n
poate finumai 4. ... ... 2 puncte

Se vede usgor ca 3 este singurul element din Z, care nu se poate scrie ca
suma de doua patrate, deci n = 4 este singurul numar cu proprietatea
din enunt. ... 1 punct



Problema 4. Sa se determine toate functiile f : [0,1] — [0, 1] continue
si bijective cu proprietatea ca

[ atstanis = [ gtwas

pentru orice functie continua g : [0,1] — R.

Solutie si barem: Functia f este strict monotona. Presupunem mai
intai ca f este strict crescatoare. Atunci pentru orice ¢ € [0, 1] sa consideram

functia
_Jr—c, €00
gelw) = {0, x € [c,1].

Relatia f01 ge(f(x))dx = fo ge(w)dx este echivalenti cu
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Notand f~!(c) = t, obtinem

/f o —tpy - L0

adica
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= / x)dxr = w 1 punct
Notéand cu h(x) = — z pentru z € [0, 1], relatia de mai sus devine

[
t h(t 2
/ h(z)dr = — (2) LVt € [0, 1]. (1)
0
Observam ca h este continua si ca h(0) = h(1) = 0. Fie ¢y un punct de
minim global al lui k. Daca h(ty) < 0, atunci ¢y < 1. Mai mult, exista § > 0
astfel incat h(z) < 0 pentru orice = € [tg, to + 0]. Asadar,

to+0 to
/ h(z)dz < / h(z)dx =
0 0

h(to + 0)? h(to)*
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Aceasta contrazice alegerea lui ¢y ca punct de minim global. Asadar, h(tg) >
0, deci h(z) > 0 pentru orice x € [0,1]. Din (??) rezulta ca h(x) = 0, deci
f(x) =z pentruorice x € [0,1]. ... 2 puncte
Daca f este strict descrescatoare, observam ca functia 1 — f(x) este strict
crescatoare si satisface conditia din enunt. Din cele de mai sus rezulta ca

1—f(x)=2= f(x) =1—x pentru orice z € [0,1]. ............ 1 punct

= h(ty +9) < h(to).



